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INTRODUCTION
Cet article a pour objectif d'etablir le lien entre les algebres de LieÂ Á
simples graduees par un systeme fini de racines telles que les definissentÂ Á Â
w x Ž w xBerman et Moody BM definition reprise par Benkart et Zelmanov BZÂ
w x.et Neher Ne et la notion de sous-algebre C-admissible developpee parÁ Â Â
Rubenthaler et qui joue un role important dans la classification des pairesÃ
w xduales Ru1, Ru2, Ru3 .
Les deux premiers paragraphes sont destines a fixer les notations etÂ Á
rappeler les definitions ainsi que les resultats necessaires a la lecture desÂ Â Â Á
demonstrations. Les paragraphes 3, 4, et 5 etablissent l'equivalence entreÂ Â Â
les algebres de Lie simples graduees par un systeme de racines et quiÁ Â Á
verifient une condition supplementaire d'irreductibilite de certaines repre-Â Â Â Â Â
sentations liees a la graduation et les algebres de Lie contenant uneÂ Á Á
sous-algebre C-admissible. Cela nous permet de classifier ces algebresÁ Á
graduees. Comme corollaire on obtient que dans ce cas, l'algebre deployeeÂ Á Â Â
associee a la graduation est son propre bi-commutant.Â Á
Le paragraphe 6 etudie le cas des algebres simples graduees par unÂ Á Â
systeme de racines simplement lace. Enfin le paragraphe 7 etudie le casÁ Â Â
general sans la condition d'irreductibilite du paragraphe 5. Nous y etablis-Â Â Â Â Â
sons la classification complete des algebres de Lie simples graduees par unÁ Á Â
systeme de racines.Á
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ENGLISH INTRODUCTION
The purpose of this paper is to establish a link between simple Lie
algebras graded by finite root systems as defined by Berman and Moody
w x Ž w xBM see also the paper by Benkart and Zelmanov BZ and the paper by
w x.Neher Ne and the notion of C-admissible sub-algebra introduced by
Rubenthaler, which plays an important role in the classification of reduc-
w xtive dual pairs Ru1, Ru2, Ru3 .
In the first and second sections we indicate the notation and recall the
definitions and results which will be needed in our proofs. Sections 3, 4,
and 5 show the equivalence between simple Lie algebras graded by finite
root systems and which, additionally, verify an irreducibility condition for
some representations coming from the grading and Lie algebras containing
a C-admissible sub-algebra. This allows a complete classification of these
graded Lie algebras. As a corollary in that case, one obtains the fact that
the split algebra associated to the graduation is equal to its double
commutant.
In Section 6, we study the case of simple Lie algebras graded by a simply
laced root system. Finally in Section 7 the general case is studied without
the irreducibility condition which was used in Section 5. We give the full
classification of all simple Lie algebras graded by finite root systems.
Á Â1. ALGEBRES D-GRADUEES
Soient g une algebre de Lie sur C et D un systeme de racines fini,Á Á
Êirreductible et reduit de rang l G 1. Nous noterons Q le reseau entierÂ Â Â
engendre par D.Â
w xDEFINITION 1.1 BM, BZ, Ne . L'algebre g est graduee par D ou g estÂ Á Â
D-graduee siÂ
Ž .i g contient une sous-algebre simple deployee g dont le systemeÁ Â Â Ê Á
Êde racines relativement a une sous-algebre de Cartan h est D;Á Á
Ž .  w x Ž .ii g s [ V ou V s X g g , H, X s a H X pour toutÁ Êa aÊ Êa g D j 04Ê
Ê4H g h ;
Ž . w xiii V s Ý V , V .0 a g D a yaÊ Ê Ê
Ž w x.REMARQUE 1.2. Si g est D-graduee alors g est parfaite g s g , g et onÂ
Êw xa h , V s V pour tout a g D.Êa aÊ Ê
REMARQUE 1.3. La definition originelle de Bermann et Moody incluait leÂ
fait que D soit simplement lace. Par contre Benkart, Zelmano¤ , et Neher,Â
comme nous le faisons, s'affranchissent de cette contrainte. Nous re¤iendrons
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Ž .dans la derniere partie paragraphe 6 sur le cas ou D est simplement lace etÁ Á Â
g est simple.
Â Á2. LES ESPACES PREHOMOGENES DE TYPE PARABOLIQUE
Ces espaces ont notamment ete etudies par Rubenthaler dont nousÂ Â Â Â
w xempruntons les notations Ru1 . Nous rappelons brievement dans ce quiÁ
suit quelques resultats utiles.Â
2.1. Structure des sous-algebres paraboliques des algebres de Lie simplesÁ Á
complexes. Lien a¤ec les Z-graduations
Soit g une algebre de Lie simple complexe, h une sous-algebre deÁ Á
Ž .Cartan de g , et R le systeme de racines de la paire g , h . Si a g R, nousÁ
w ya a x Ž adesignerons par H l'unique element de g , g ou g est l'espaceÂ Â Â Áa
. Ž .radiciel de dimension 1 associe a a tel que a H s 2. L'ensemble CÂ Á a
q Ž y.etant une base de R, nous designerons par R resp. R l'ensemble desÂ Â
Ž .racines positives resp. negatives relativement a C. Si u est une partie deÂ Á
² :C, nous designerons par u l'ensemble des racines combinaisons lineairesÂ Â
² :q Ž ² :y.d'elements de u , par u resp. u l'ensemble des racines positivesÂ Â
Ž . ² :resp. negatives de u .Â
Soit h l'orthogonal de u dans h ,u
h s H g h , a H s 0 ;a g u . 4Ž .u
Le centralisateur l de h dans g estu u
l s Z h s h [ g a .Ž . Ýu g u
² :ag u
On remarquera que h s h [ Ý C H .u a g u a
X w xL'algebre l est une algebre reductive de centre h et l s l , l estÁ Á Âu u u u u
Ž .une algebre de Lie semi-simple dont h u s Ý C H est une sous-Á a g u a
Ž .algebre de Cartan. Les restrictions des elements de u a h u forment uneÁ Â Â Á
Ž X Ž ..base des racines de la paire l , h u .u
On definit les algebres nilpotentes nq s Ý q g a et de maniereÂ Á Áu a g R y²u :
analogue ny. L'algebre p s l q nq est une sous-algebre paraboliqueÁ Áu u u u
standard de g. On considere ensuite l'unique element H de h verifiantÁ Â Â Âu u
a H s 2 ;a g C_u .Ž .u
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Ž .  w x 4Pour p g Z, on pose d u s X g g , H , X s 2 pX . On a alorsp u
g s d u , d u , d u ; d u ; i , j g Z,Ž . Ž . Ž . Ž .Ý p i j iqj
pgZ
l s d u , nq s d u , ny s d u .Ž . Ž . Ž .Ý Ýu 0 u i u i
iG1 iFy1
Ž .Les sous-espaces d u definissent une Z-graduation de g appelee gradua-Â Âp
tion de type parabolique, et la representation de l dans chacun desÂ u
Ž . Ž Ž ..espaces d u sera notee l , d u .Âp u p
Ž Ž ..PROPOSITION 2.1.1. La representation l , d u est irreductible si etÂ Âu 1
Ž . Ž . Žseulement si card C_u s 1 c'est-a-dire si p est maximale . Voir parÁ u
w x w x .exemple Ru1 ou Ru2, lemme 2.3.3 .
Nous adopterons la convention graphique de Rubenthaler qui consiste aÁ
encercler sur le graphe de Dynkin de C tous les elements de C_u .Â Â
Exemple:
Ž Ž ..Les representations l , d u se decomposent alors de la maniere suiv-Â Â Áu 1
ante. Toute partie de C est identifiee a un sous-graphe de Dynkin dansÂ Á
lequel on ne considere que les sommets associes aux elements de C et lesÁ Â Â Â
aretes qui les joignent. Il est alors possible de parler des composantesÃ
connexes d'une telle partie.
 4Si a g C_u nous noterons C la composante connexe de u j aa
contenant a . On definitÂ
 4 gu s C _ a , h s C H , g s h [ g ,Ý Ýa a a g a a
ggC ² :gg Ca a
nq s gg , d u s d u l nq .Ž . Ž .Ýu 1 a 1 ua a
q q² : ² :gg C y ua a
Si H est l'element de h verifiantÂ Â Âu aa
a H s 2 et g H s 0 ;g g u ,Ž . Ž .u u aa a
on a alors
qd u s X g n , H , X s 2 X .Ž .  41 a u ua a
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Dans l'exemple precedent les deux composantes connexes mentionneesÂ Â Â
ci-dessus sont de type D et A respectivement:5 3
w x Ž .PROPOSITION 2.1.2 Ru1, prop. 1.2.2 . i L'algebre g est une algebre deÁ Áa
Lie simple dont le graphe de Dynkin est C eta
g s ny q l q nq .a u u ua a a
Ž . qii L'algebre p s l q h est une sous-algebre paraboliqueÁ Áu u ua a a
maximalede g .a
Ž . Ž . Ž . Ž .iii On a d u s [ d u et chaque d u est l -stable et1 1 a 1 a ua g C _ u
irreductible sous l'action de l , et donc a fortiori sous celle de l .Â u ua
Ž . Ž .iv Les elements H a g C_u forment une base de h .ÂÂ u ua
Soient G le groupe adjoint de g , L le centralisateur de H dans G. Leu u
groupe L est aussi le sous-groupe analytique de G ayant l pour algebreÁu u
de Lie.
Ž Ž .. Ž .Nous noterons L , d u la representation de L dans d u dont laÂu 1 u 1
Ž Ž ..derivee est la representation l , d u .Â Â Â u 1
w xTHEOREME 2.1.3 Vi . Le groupe L n'a qu'un nombre fini d'orbites dansÂ Á u
Ž .d u . En particulier, il existe une orbite Zariski-ou¤erte, c'est-a-dire queÁ1
Ž Ž .. Ž .L , d u est un espace prehomogene appele de type parabolique .Â Á Âu 1
w x Ž Ž ..DEFINITION 2.1.4 SK . L'espace prehomogene L , d u est ditÂ Â Á u 1
regulier s'il existe un element x de l'orbite ouverte et un invariant relatif fÂ Â Â
tel que le Hessien de f en x soit non nul. Cette condition est encore
equivalente, lorsque le groupe est reductif, ce qui est le cas ici, au fait queÂ Â
les sous-groupes d'isotropie des elements de l'orbite ouverte soientÂ Â
reductifs.Â
2.2. Lien a¤ec les sl -triplets. Classification des espaces prehomogenesÂ Á2
irreductibles reguliers de type paraboliqueÂ Â
w xPROPOSITION 2.2.1 Ko . Nous supposerons que H est l'element semi-ÂÂu
Ž . Ž .simple d'un sl -triplet, c'est-a-dire qu'il existe X g d u et Y g d u telsÁ2 1 y1
w xque Y, X s H .u
Ž . Ž Ž .. Ž .i L'orbite ou¤erte de L , d u est l'ensemble des x g d u telsu 1 1
Ž .qu'il existe un sl -triplet de la forme y, H , x . Ces elements sont appelesÂÂ Â2 u
elements generiques.ÂÂ Â Â
Ž . Ž Ž ..ii L , d u est un espace prehomogene regulier.Â Á Âu 1
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w x Ž Ž ..PROPOSITION 2.2.2 Ru1 . Supposons L , d u irreductible. Les condi-Âu 1
tions sui¤antes sont equi¤alentes.Â
Ž . Ž Ž ..i L , d u est regulier.Âu 1
Ž .ii H est l'element semi-simple d'un sl -triplet.ÂÂu 2
Cette proposition permet notamment d'etablir la liste des espacesÂ
prehomogenes irreductibles reguliers de type parabolique qui est repro-Â Á Â Â
duite dans la table 1.
q Ž . qREMARQUE 2.2.3. Si n est une algebre commutati¤e alors d u s nÁu 1 u
et l'espace prehomogene irreductible de type parabolique est dit commutatif.Â Á Â
Ces espaces sont obtenus en imposant a l'unique racine a g C_u de figurerÁ
a¤ec un coefficient 1 dans la decomposition de la plus grande racine de RqÂ
w xRu1, par. 1.4 .
La liste des espaces prehomogenes irreductibles commutatifs est repro-Â Á Â
duite dans la table 2.
2.3. Construction des sous-algebres admissiblesÁ
Rappelons pour commencer la definition des sous-algebres admissiblesÂ Á
w x Ž Ž ..et C-admissibles introduites par Rubenthaler dans Ru2 . Soit l , d uu 1
un espace prehomogene de type parabolique dans une algebre de LieÂ Á Á
simple g. Notons R l'ensemble des restrictions non nulles des elementsÂ Â
de R a h , la restriction a h d'une racine a etant notee a .Á Á Â Âu u
 w x Ž . 4Pour a g R, on definit V s X g g , H, X s a H X, ;H g h .Â a u
PROPOSITION 2.3.1.
b;a g R, V s gÝa
bsa
Ž .et si a g C_u alors V s d u .a 1 a
Ž .La deuxieme egalite est immediate si l'on remarque que d u sÁ Â Â Â 1 a
Ý g b.bsaq²u :a
Ž .DEFINITION 2.3.2. Le couple C, u est dit admissible si et seulement siÂ
Ž Ž ..pour tout a g C_u , l , d u est un espace prehomogene regulier,Â Á Âu 1 aa
Ž .c'est-a-dire s'il existe X g V , X g V tels que X , H , X soitÁ ya ya a a ya u aa
un sl -triplet.2
Ž .DEFINITION 2.3.3. Le couple C, u est dit C-admissible si et seulementÂ
Ž Ž ..si pour tout a g C_u , l , d u est un espace prehomogene irreduct-Â Á Âu 1 aa
ible regulier commutatif.Â
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w x Ž .THEOREME 2.3.4 Ru3, th. 3.3 . Si le couple C, u est admissible, laÂ Á
Ž .famille des sl -triplets X , H , X pour a g C_u engendre une sous2 ya u aa
algebre simple g dans g , dite sous-algebre admissible associee au coupleÁ Á Âu
Ž . Ž .C, u . Si de plus C, u est C-admissible, alors l'ensemble R des racines
Ž .restreintes a h , est le systeme de racines de la paire g , h et g est appeleeÁ Á Âu u u u
Ž .la sous-algebre C-admissible associee au couple C, u .Á Â
ŽREMARQUE 2.3.5. La classification des parties admissibles respecti¤e-
.ment C-admissibles dans les algebres de Lie simples a ete etablie a partir de laÁ ÂÂÂ Á
Ž .table 1 resp. table 2 .
La liste des sous-algebres C-admissibles est celle de la table 3. Dans laÁ
premiere colonne de cette table est dessine le diagramme de DynkinÁ Â
Ž .associe au couple C, u et dans la deuxieme colonne est mentionne leÂ Á Â
type de la sous-algebre C-admissible g . On remarquera que cette table neÁ u
mentionne pas le cas trivial u s B, c'est-a-dire g s g.Á u
Â Á Á3. D-GRADUATION ASSOCIEE A UNE SOUS-ALGEBRE
C-ADMISSIBLE
Soit g une algebre de Lie simple complexe, les notations etant celles duÁ Â
Ž .paragraphe 2.3, nous supposerons que le couple C, u est C-admissible.
Nous noterons g , . . . , g les elements de C_u et par consequent C sÂ Â Â1 n
 4 Ž .g , . . . , g est une base de la paire g , h .1 n u u
PROPOSITION 3.1. L'algebre g est R-graduee et g est l'algebre deployeeÁ Â Á Â Âu
associee a cette R-graduation.Â Á
Demonstration. Les espaces de la R-graduation sont lesÂ
g w xV s g s X g g , H , X s a H X ;H g h 4Ž .Ýa u
 4ggRj 0
gsa
w xet il suffit de prouver que V ; Ý V , V . Rappelons que V s0 a g R a ya 0
Ý C H [ g²u :.a g C a
Si a g u alors il existe une racine de C_u que nous noterons g tellei
 4que a appartienne a u la composante connexe de u j g contenant g .Á i i i
Il existe des racines b , . . . , b dans u telles que a q b q ??? qb ,1 k i 1 k
b q ??? qb q g , ainsi que a q b q ??? qb q g sont des racines, leurs1 k i 1 k i
w xsupports dans C etant connexes Bou6, par 1, cor. 3 et prop. 19, p. 160 .Â
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Exemple de configuration:
aqb1q ? ? ? qb kqg i yb 1y ? ? ? yb kyg iOn a alors g ; V , g ; V , etg ygi i
aqb q ? ? ? qb qg yb y ? ? ? yb yg a1 k i 1 k ig , g s g ; V , V ,g ygi i
d'ou le resultat attendu. On a de plus H g C H qÁ Â a aqb q ? ? ? qb qg1 k iw xC H d'ou H g V , V .Áyb y ? ? ? yb yg a g yg1 k i i i
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² :qSi a g u alors il existe i tel que a est la somme de racines de u .i
On peut ecrire cette somme de sorte que toutes les sommes partiellesÂ
w xsoient des racines Bou6, par. 1, prop. 19, p. 159 . a s a q ??? qa , et on1 l
a w a lw a ly 1 w a2 a1 x xx a ja g s g g ??? g , g ??? ou chacun des espaces g ; V pourÁ 0
a l 4 w xj g 1, . . . , l et g ; V , V .g ygi i
² :yOn traite les cas a g u de maniere analogue. Si a g C_u alorsÁ
a yaw x w xH g g , g ; V , V ou a / 0.Áa a ya
4. CONSTRUCTION INVERSE
Dans ce paragraphe nous associons une sous-algebre parabolique a uneÁ Á
D-graduation d'une algebre de Lie simple et montrons que sous certainesÁ
conditions la sous-algebre deployee de la D-graduation est de type C-ad-Á Â Â
missible.
Soit g une algebre de Lie complexe simple de dimension finie. Soit DÁ
un systeme de racines irreductible, reduit, de rang l G 1. Nous noteronsÁ Â Â
 4B s g , . . . , g une base de D. Nous supposerons que g est D-graduee etÊ Ê Â1 n
les sous-espaces de cette graduation seront notes V . Soient g la sous-Â ÊaÊ
Êalgebre deployee associee et h une sous-algebre de Cartan de g telle queÁ Â Â Â Á Ê
ÊŽ .D est le systeme de racines de la paire g , h . Soit h une sous-algebre deÁ Ê Á
ÊCartan de g contenant h. Nous noterons R le systeme de racines de laÁ
ÊŽ .paire g , h et r l'application de R dans le dual de h qui a a associe saÁ
Êrestriction a h.Á
4.1. Construction d'une Z-graduation de type parabolique dans g
LEMME 4.1.1. Pour tout a g D, on aÊ
V s g b et V s h [ g b.[ [a 0Ê
bgR bgR
Ž .Ž . r b s0r b saÊ
Soit X g V , X s'ecrit X s Ý X , X g g b, et g 0 s h. PourÂa b g R j 04 b bÊ
Ê w x Ž . Ž .tout H g h , H, X s a H Ý X s Ý b H X . La somme etant di-Ê Âb b b b
ÊŽ . Ž .recte, on a pour chaque b , X s 0 ou b H s a H ;H g h. L'inclusionÊb
reciproque est immediate.Â Â
ÊPROPOSITION 4.1.2. Designons par H l'unique element de h ¤erifiant laÂ ÂÂ Â0
Ž .  4  w xcondition g H s 2 ; i g 1, . . . , n . Posons d s X g g , H , X sÊi 0 p 0
42 pX . On a ;p g Z, d s [ V et g s [ d .ÊÊ Êp b pb g D j 04, b ŽH .s2 p pg Z0
Demonstration. L'element H est defini de maniere unique par ceÂ Â Â Â Á0
ÊUsysteme d'equations puisque B est une base de h et H est l'elementÁ Â Â Â0
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semi-simple du sl -triplet dit principal dans g. Il definit de ce fait uneÊ Â2
 4 Ž .Z-graduation de g et pour tout a g D j 0 , a H est un entier pair. OnÊ Ê 0
w xqsait par ailleurs que H s Ý H Bou8, lemme 2, p. 132 . La derniereÁ0 a g D aÊ Ê
assertion de la proposition 4.1.2 est une consequence directe de lemmeÂ
4.1.1.
REMARQUE 4.1.3.
n
gd s g , g g R, d s V et h ; d , d s V .[ [p 0 0 0 1 gÊ i
Ž . is1g H s2 p0
ÊV est par definition le centralisateur de h mais aussi celui de H .Â0 0
Considerons la sous-algebre p s Ý d . Elle est h-stable puisqueÂ Á pG 0 p
h ; d ; p. Il existe donc une partie P de R, close et telle que p s h [ g P0
ou g P designe la somme directe des espaces radiciels g a pour a g PÁ Â
w xBou8, prop. 2, p. 86 .
PROPOSITION 4.1.4. La sous-algebre p est une sous-algebre paraboliqueÁ Á
de g.
Ž . w xIl suffit de remarquer que P j yP s R Bou8, prop. 11, p. 91 .
On sait alors qu'il existe une base C de R pour laquelle Rq; P et une
q ² :y w xpartie u de C telle que P s R j u Bou8, def. 2, p. 91 , et on aura
² : Ž .u s P l yP .
 Ž . 4REMARQUE 4.1.5. u s a g C, a H s 0 .0
Demonstration. Si a g u alors a , ya g P. Par consequent il existeÂ Â
a Ž .p G 0 tel que g ; d c'est-a-dire tel que a H s 2 p G 0. PuisqueÁp 0
Ž . Ž .ya g P on a ya H G 0, et donc p s 0.0
Ž .Reciproquement, soit a une racine de la base C telle que a H s 0.Â 0
Les espaces g a et gya sont inclus dans d ; par consequent a g P lÂ0
Ž . ² :yP s u et puisque a est simple, a g u .
Ê4.2. Etude des restrictions a h des racines de RÁ
Dans tout ce qui suit nous supposerons que le systeme de racines D estÁ
distinct de R, par consequent g est distincte de g et la partie u est nonÂ Ê
vide.
q q  4PROPOSITION 4.2.1. L'application r est une surjection de R sur D j 0 .
Demonstration. Soit a g Rq il existe p G 0 tel que g a ; d par conse-Â Âp
Ž .Ž . Ž . q  4quent, r a H s 2 p G 0 et r a g D j 0 . Remarquons ensuite que0
la restriction de toute racine de u est nulle. En effet, si a g u et si
Ž . Ž . Ž .r a / 0 alors r a est une racine positive et s'ecrit r a s Ý n g .Â Ên G 0 i ii
Ž .Puisque a H s 2Ýn s 0 tous les n sont nuls.0 i i
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q aÊ b aÊŽ .  4Si a g D alors g ; V s [ g lemme 4.1.1 . Puisque g / 0Ê Ê ÊaÊ rŽ b .saÊ
Ž .il existe b tel que r b s a . On remarquera que b n'est pas unique enÊ
general et que b est une racine positive. L'unicite est evidente dans le casÂ Â Â Â
q qtrivial u s B et l'on a R s D .
PROPOSITION 4.2.2. L'application r est une surjection de C_u sur B.
On remarque d'abord que
u s a g C , r a s 0 . 4Ž .
Ž . Ž . ŽEn effet si a g C et si r a s 0 alors a H s 0 et a g u remarque0
.4.1.5 . La reciproque a ete demontree dans ce qui precede.Â Â Â Â Â Â Á
La demonstration de la proposition necessite alors deux lemmes.Â Â
LEMME 4.2.3. Toute racine de B a un antecedent dans C_u .Â Â
q Ž .Soit g g B, il existe a g R tel que r a s g . Nous ecrirons a sÊ Ê Âi i
Ž .Ý m a q Ý n a . D'apres ce qui precede on a r a sÁ Â Áa g C _ u k k a g u j jk j
Ž . Ž .Ý m r a s g . Puisque a g C_u , r a est une racine nonÊa g C _ u k k i k kk
Ž . n k knulle positive et s'ecrit r a s Ý p g ou les p sont des entiersÂ Ê Ák js1 j j j
positifs non tous nuls.
Ž . Ž k . Ž k .On a r a s Ý m Ý p g s Ý Ý m p g s g . B est une base etÊ Ê Êk k j j j j k k j j i
k Ž . kles m , p sont des entiers positifs. On a donc ; j / i ;k, 1 m p s 0 etk j k j
Ž . k Ž .2 Ý m p s 1. De 2 , on deduit l'existence d'un unique entier k telÂk k i 0
que m s pk 0 s 1. Si k / k , on a m pk s 0 et si j / i, on a m pk 0 sk i 0 k i k j0 0
k 0 Ž . n k 0p s 0 et alors r a s Ý p g s g . On remarquera que l'antecedentÊ Ê Â Âj k js1 j j i0
a de g n'est pas unique et depend de l'antecedent a choisi en debut deÊ Â Â Â Âk i0
demonstration.Â
Considerons l'unique element H de h qui verifieÂ Â Â Âu
a H s 0 ;a g u ,Ž .u
a H s 2 ;a g C_uŽ .u
et la Z-graduation qui lui est associee avec les notations rappelees dansÂ Â
paragraphe 2. On a notamment
d u s Z H s h q g²u : s V ,Ž . Ž .0 g u 0
g ² :d u s g ou V s g g R, ’a g C_u , g s a q u . 4Ž . Á[1 a
ggV
Ž .LEMME 4.2.4. d s d u et H s H .1 1 0 u
Nous rappelons que d s [ gg s [ V et V s [ gg.1 g gÊ Êg ŽH .s2 g g B r Žg .sgÊ Êi i0 i i
Ž . Ž .Montrons que d ; d u . Soit g g R telle que g H s 2. On en deduitÂ1 1 0
Ž . q qque r g g D et g g R . La racine g s'ecrit alors g s Ý n aÂ a g C _ u i ii
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Ž .qÝ m a , n , m etant des entiers positifs ou nuls et g H sÂa g u j j i j 0j
Ž .Ž . Ž . qÝ n r a H . Pour tout i, r a g D puisque a g C_u eta g C _ u i i 0 i ii
Ž .Ž . i Ž . i ir a H s Ý n g H s 2Ý n les n etant des entiers positifs nonÊ Âi 0 k k k 0 k k k
tous nuls.
Ž . Ž . iPuisque g H s 2, il existe i unique tel que r a / 0 et Ý n s 1, et0 i k k
Ž .par consequent il existe k tel que r a s g g B. On en deduit g s a qÂ Ê Âi k i
² : Ž .u et d ; d u .1 1
Reciproquement, montrons que si une racine g est dans V, alorsÂ
Ž . Ž .g H s 2. Supposons que g g V et g H s 2 p, p G 2, c'est est-a-direÁ0 0
que
gg ; d u l d , p G 2.Ž .1 p
² : Ž . Ž .Il existe a g C_u verifiant g s a q u et r g s r a s gÂ Êi1
q ??? qg . Les g ne sont pas necessairement tous distincts dans B et onÊ Ê Âi ip j
peut ecrire cette somme de sorte que toutes les sommes partielles soientÂ
des racines de D.
Considerons g s V [ V [ V . L'espace g est une sous-algebreÂ Ä Ä Áyr Žg . 0 r Žg .
Êde g puisque les V forment une Q-graduation de g et D etant reduit, onÂ ÂaÊ
w xa V , V s 0. La sous-algebre g est graduee par l'element semi-sim-Á Ä Â Â ÂrŽg . r Žg .
ple
h s H s H .g q ? ? ? qg r Žg .Ê Êi i1 p
ÊC'est la coracine dans h de g q ??? qg .Ê Êi i1 p
w xNous savons Ko que l'ensemble des elements X de V pour lesquelsÂ Â rŽg .
Ž .il existe Y dans V tel que Y, h, X soit un sl -triplet constitue l'orbiteyr Žg . 2
w xouverte de la representation V , V ou V designe le sous-groupeÂ Á Â0 r Žg . 0
analytique du groupe adjoint G de g et dont l'algebre de Lie est V .Á 0
Puisque par hypothese, g rŽg . ; V , cette orbite contient naturelle-Á Ê rŽg .
rŽg . Ž .ment l'element X de g tel que X , h, X est le sl -tripletÂ Â ÊrŽg . yr Žg . r Žg . 2
usuel dont h est l'element semi-simple. X est donc generique et l'on aÂ Â Â ÂrŽg .
V , X s V .0 r Žg . r Žg .
w w x xOn peut ecrire X s X , . . . , X , X ??? avec X g V . ChacunÂ rŽg . g g g g gÊ Ê Ê Ê Êi i i i ip 2 1 j j
l Ž .des V s [ g etant inclus dans d u , on ecriraÂ Âg 1Ê l, r Žl.sg 4Êi ij j
² :X s X ou l s a q u , a g C_u , et r a s r l s g .Ž .Á ÊŽ .Ýg l j l j l j iÊ i j j j jj
Par consequent X s'ecrit comme une somme de termes de la formeÂ ÂrŽg .
X , . . . , X , X ??? s X .l l l a q ? ? ? qa q²u :p 2 1 l lp 1
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Ž .Tous ces elements sont de toute evidence dans d u , p G 2, et doncÂ Â Â p
gg ; V s V , X ; V , d u ; d u , p G 2.Ž . Ž .rŽg . 0 r Žg . 0 p p
g Ž .Ceci est en contradiction avec le fait que g soit par definition dans d u .Â 1
Ž .En conclusion, il n'existe pas dans d u d'elements qui ne soit pas dansÂ Â1
Ž . Ž . Ž .d . On a d u s d et ;a g C_u a H s 2. Donc H verifie a H s 0Â1 1 1 0 0 0
Ž . Ž .;a g u et a H s 2 ;a g C_u . On en deduit H s H et r a g B.Â0 0 u
Ceci termine la demonstration de la proposition 4.2.2.Â
PROPOSITION 4.2.5. Les assertions sui¤antes sont equi¤alentes.Â
Ž .i L'application r est une bijection de C_u sur B.
ÊŽ .ii h s h .u
Ž .  4 Ž .iii ; i g 1, . . . , n , la representation V , V est irreductible.Â Â0 gÊ i
La premiere equivalence est evidente lorsque que l'on a rappele que rÁ Â Â Â
Ž . Ž .est une surjection de C_u sur B, que card C_u s dim h , card B su
Ê Êdim h , et que h est un sous-espace de h .u
Ž . Ž .Prouvons que i m iii . Si r est bijective, alors, pour tout g g B, ilÊi
Ž .existe une unique racine a g C_u telle que r a s g et on a V sÊj j i gÊ i
Ž .d u en empruntant les notations explicitees precedemment. Les repre-Â Â Â Â1 a j
Ž Ž .. Ž .sentations l , d u s V , V etant irreductibles, l'implication directeÂ Âu 1 a 0 gÊj i
est demontree.Â Â
Reciproquement, supposons que r n'est pas injective. Il existe alorsÂ
Ž . Ž . Ž .g g B, a , a g C_u telles que r a s r a s g . On a d u [Ê Êi 1 2 1 2 i 1 a1
Ž . Ž . Ž .d u ; V . Puisque les sous-espaces d u et d u sont l -stables,1 a g 1 a 1 a uÊ2 i 1 2
Ž .V , V n'est pas irreductible.Â0 gÊ i
4.3. Construction d'une sous-algebre C-admissibleÁ
 4PROPOSITION 4.3.1. Si g est D-graduee et si pour tout i g 1, . . . , n , laÂ
Ž .representation V , V est irreductible, la sous-algebre g est la sous-algebreÂ Â Á Ê Á0 gÊ i
y1Ž 4.C-admissible associee a la partie u s r 0 l C.Â Á
 4Precisons au prealable quelques notations. Pour tout i g 1, . . . , n , gÂ Â i
Êest l'unique racine de C_u dont la restriction a h est g . Notons C laÁ Êi i
 4  4composante connexe de u j g qui contient g et posons u s C _ g ,i i i i i
h s Ý C H , et g s h [ Ý g a. Par definition g est uneÂi a g C a i i a g ²C : ii i
sous-algebre de g dont h est une sous-algebre de Cartan, et C est uneÁ Ái i
Ž .base du systeme de racines de la paire g , h .Á i i
Ž . Ž .LEMMA 4.3.2. L'unique element H de h ¤erifiant g H s 2 et a HÂÂ Âi i i i i
s 0 ;a g u est H .i gÊ i
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ygÊ gÊi iw xMontrons que H est dans h . Par definition H g g , g , parÂ Ê Êg i gÊ Êi i
gÊ ai Ž . Ž .hypothese g ; V s d u et d u s Ý g . Par consequentÁ Ê Âg 1 i 1 i asg q²u :Ê i i i
ygÊ gÊi i Êw x Ž .g , g ; h l g ; h l g s h . On a par definition g H s 2 etÊ Ê Âi i i i gÊ iÊŽ .;a g u , a H s 0 puisque H g h et le lemme 4.3.2 est demontre.Â Âi g gÊ Êi i
L'element H gradue g et H est aussi l'element semi-simple duÂ Â Â Âg i gÊ Êi i
gÊ iŽ . Ž .sl -triplet usuel X , H , X avec X g g ; d u . Par consequent,Ê Â2 yg g g g 1 iÊ Ê Ê Êi i i i
Ž Ž . Ž ..l'espace prehomogene d u , d u est regulier pour tout i et le coupleÂ Á Â0 i 1 i
Ž .C, u est admissible.
Ž .  4Par ailleurs, supposons qu'il existe un entier p G 2 tel que d u / 0 ,p i
² :cela signifie qu'il existe une racine dans R qui s'ecrit a s pg q u etÂi i i
Ž . Ž . Ž .r a s pr g s pg , p G 2. Puisque r a est une racine du systemeÊ Ái i
reduit D, il est clair que notre hypothese est absurde. Ainsi, nq se reduitÂ Á Âu i
Ž .a d u et l'espace prehomogene irreductible de type paraboliqueÁ Â Á Â1 i
Ž Ž . Ž .. Ž . Žd u , d u est commutatif. Le couple C, u est C-admissible defini-Â0 i 1 i
.tion 2.3.3 . Ceci termine la demonstration de la proposition 4.3.1.Â
Á Â5. ALGEBRES SIMPLES D-GRADUEES ET
ÁSOUS-ALGEBRES C-ADMISSIBLES
Les resultats obtenus precedemment sont resumes dans le theoremeÂ Â Â Â Â Â Á
suivant.
THEOREME 5.1. Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimensionÂ Á Á
finie, h une sous-algebre de Cartan de g , et R le systeme de racines de laÁ Á
Ž .paire g , h . Soit D un systeme de racines fini, irreductible et reduit de rangÁ Â Â
 4n G 1, dont une base est g , . . . , g . Soit g une algebre simple deployeeÊ Ê Ê Á Â Â1 n
Êcontenant une sous algebre de Cartan h telle que D soit le systeme de racinesÁ Á
ÊŽ .de la paire g , h . Les assertions sui¤antes sont equi¤alentes.Ê Â
Ž .i Il existe une base C de R et une partie u de C telles que:
Ž .}Le couple C, u est C-admissible.
Ê}L'algebre h est l'orthogonal de u dans h et g est la sous-algebreÁ Ê Á
Ž .C-admissible de g , associee au couple C, u .Â
Ž . Ž .ii L'algebre g est D-graduee au sens de la definition 1.1 et si pourÁ Â Â
Ê Êa g Q, V designe le sous-espace associe a a dans la Q-graduation de g , lesÊ Â Â Á ÊaÊ
Ž .  4representations V , V sont irreductibles pour tout i g 1, . . . , n .Â Â0 gÊ i
COROLLAIRE 5.2. La classification des algebres de Lie simples gradueesÁ Â
 4par un systeme de racines fini, irreductible, reduit dont une base est g , . . . , gÁ Â Â Ê Ê1 n
Ž .et telles que les representations V , V sont irreductibles, est donnee par laÂ Â Â0 gÊ i
Ž .table des sous-algebres C-admissibles ¤oir la table 3 .Á
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w x Ž .DEFINITION 5.3 Ru3, def. 1.1.1 . Un couple a , b de sous-algebresÂ Á
reductives d'une algebre de Lie g reductive est une paire duale si leÂ Á Â
centralisateur de a dans g est b , et vice-versa. Nous dirons alors que a
Ž .respectivement b est une sous-algebre de Howe.Á
w x Ž .Rubenthaler a etabli Ru3, th. 4.1 que si C, u est un couple C-admis-Â
sible et g la sous-algebre C-admissible correspondante, alors g est uneÁu u
sous-algebre de Howe.Á
Ces rappels impliquent le corollaire qui suit.
COROLLAIRE 5.4. La sous-algebre deployee d'une algebre de Lie semi-Á Â Â Á
Ž .simple D-graduee telles que les representations V , V sont irreductibles pourÂ Â Â0 gÊ i
 4tout i g 1, . . . , n , est une sous-algebre de Howe.Á
L'exemple ci-dessous montre la necessite de l'hypothese d'irreductibiliteÂ Â Á Â Â
Ž .des representations V , V pour que l'algebre deployee associee a laÂ Á Â Â Â Á0 gÊ i
D-graduation soit C-admissible et pour que r soit une bijection de C_u
sur B.
EXEMPLE 5.5. Dans cet exemple nous construirons une algebre de LieÁ
B -graduee dans laquelle la sous-algebre C-admissible associee a la B -Â Á Â Á2 2
graduation par le procede precedemment decrit est distincte de la sous-Â Â Â Â Â
algebre deployee de type B associee a cette graduation.Á Â Â Â Á2
Ž .Dans sl 4, C nous considerons la sous-algebre de Cartan des matricesÂ Á
diagonales. Le systeme de racinesÁ
R s e y e , 1 F i , j F 4 i / j 4i j
l 01
. .ou e y e : ‹ l y lÁ i j i j. 00 l4
est de type A et les espaces radiciels associes sont les espaces C E . NousÂ3 i, j
poserons a s e y e , b s e y e , g s e y e . L'ensemble C s a , b ,1 2 2 3 3 4
4g est une base de R. La plus grande racine relativement a C estÁ
v s a q b q g s e y e .1 4
Considerons la sous-algebre de g notee g et engendree par les sl -Â Á Â Ê Â 2
Ž . Ž .triplets Y , H , X et Y q Y , H q H , X q X . De simples calculsb b b a g a g a g
montrent que g est la sous-algebre des matrices de la formeÊ Á
a c yd e
Xc ya q f b d
.X Xyd b a y f c 0X X Xe d c ya
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ÊLa sous-algebre h des matrices de la formeÁ
a 0
ya q f
s Ha , fa y f 0
0 ya
est une sous-algebre de Cartan de g de dimension 2 incluse dans h. On aÁ Ê
Ê ÊŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .r a s r g s a ou a H s 2 a y f et r b s b ou b H s y2 aÊ Á Ê Áa, f a, f
q Ê ÊŽ . q 2 f. L'ensemble des racines positives est r R s a , b , a q b , 2a qÊ Ê Ê
Ê Ê4  4b et D est un systeme de type B de base B s a , b . Les espacesÁ Ê2
radiciels associees aux racines positives sontÂ
Êa a g b bÊg s C E q E ; g [ g , g s g ,Ž .Ê Ê1, 2 3, 4
Ê Êaqb aqb bqg 2 aqb aqbqgÊ Êg s C E y E ; g [ g , et g s g .Ž .Ê Ê2, 4 1, 3
Ê l  4Soit g g Q, nous poserons V s [ g si g g D j 0 , V sÊ Êg gÊ Êlg R j 04, r Žl.sgÊ
 40 sinon. On obtient la configuration:
V V V VÊ Ê0 a aqb 2 aqbÊ Ê Ê
V V V VÊ Êya 0 b aqbÊ Ê
.
V V V VÊ Êyayb yb 0 aÊ Ê 0
V V V VÊ Êy2 ayb yayb ya 0Ê Ê Ê
On verifie aisement que g est B -graduee. La partie u de C definie par laÂ Â Â Â2
Ž .B -graduation paragraphe 3.2 est vide. Le couple ainsi forme est C-ad-Â2
missible et la sous-algebre C-admissible associee est g elle-meme quiÁ Â Ã
contient strictement g. On remarquera que conformement a la proposi-Ê Â Á
Ž .tion 4.2.5 la representation V , V n'est pas irreductible et que conforme-Â Â Â0 aÊ
ment aux resultats du paragraphe suivant, B n'est pas simplement lace.Â Â2
Le resultat suivant nous sera utile dans la partie 6.Â
REMARQUE 5.6. La restriction de la plus grande racine de R est la plus
grande racine de D. Le systeme de racines D est ici ordonne par le choix de laÁ Â
base B, puis R est ordonne relati¤ement a la base C choisi par le procedeÂ Á Â Â
decrit apres la proposition 4.1.4. La remarque est une consequence immediateÂ Á Â Â
de la proposition 4.2.1.
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Á Â6. CAS DES SYSTEMES SIMPLEMENT LACES
Nous montrerons dans cette partie que si le systeme de racines D estÁ
Ž . Ž .simplement lace, c'est-a-dire de type A l G 2 , D l G 4 , E , E , ou E ,Â Á l l 6 7 8
Ž .alors la condition d'irreductibilite des representations V , V est automa-Â Â Â 0 gÊ i
tiquement verifiee.Â Â
PROPOSITION 6.1. Si D est un systeme de racines reduit, irreductible,Á Â Â
Žsimplement lace, alors l'application r est une injection de C_u dans B etÂ
.par consequent une bijection au ¤u de la proposition 4.2.2 et les representa-Â Â
Ž .tions V , V sont irreductibles.Â0 gÊ i
Notons que la deuxieme assertion de la proposition est equivalente a laÁ Â Á
premiere grace a la proposition 4.2.5.Á Ã Á
En premier lieu, nous introduirons la notion de racines u-connecteesÂ
dans C_u et nous demontrerons un lemme.Â
DEFINITION 6.2. Deux racines simples a et b de C_u sont u-Â
connectees dans C s'il existe dans le diagramme de Dynkin de C, unÂ
chemin connexe reliant ces deux racines et ne contenant que des elementsÂ Â
de u .
Exemple:
LEMME 6.3. Si deux racines a et b de C_u sont u-connectees dans C,Â
Ž . Ž . Ž Ž . Ž ..alors r a / r b et r a , r b / 0.
Cette derniere condition dit que le produit scalaire dans D de ces deuxÁ
Ž . Ž .racines est non nul, ou encore que r a et r b sont connectes dans D. IlÂ
existe d , . . . , d dans u telles que la somme1 k
e s a q d q ??? qd q b1 k
q q  4 Ž .est une racine. Puisque r est une application de R sur D j 0 , r e s
Ž . Ž .r a q r b est une racine positive de D.
ÊLes restrictions a h des elements de C_u etant des racines simples deÁ Â Â Â
Ž . Ž . Ž .D proposition 4.2.2 et D etant reduit, on conclut que r a et r b sontÂ Â
distinctes, que leur somme n'est pas nulle et que le produit scalaire
Ž Ž . Ž .. w xr a , r b est strictement negatif Bou6 .Â
La reciproque de ce lemme est generalement fausse mais nous pouvonsÂ Â Â
enoncer la remarque suivante:Â
REMARQUE 6.4. Soient a et b deux racines distinctes de C_u . Si
Ž Ž . Ž .. X Xr a ,r b / 0 alors il existe deux racines de C_u , a et b , u-connecteesÂ
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Ž . Ž X. Ž . Ž X.dans C et ¤erifiant r a s r a et r b s r b . On peut ecrire lesÂ Â
Ž . Ž .equi¤alences sui¤antes puisque r a et r b sont des racines simples:Â
r a , r b / 0 m r a q r b g DŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .
rŽa . r Ž b .m g , g / 0.Ê Ê
Ž . Ž .Supposons qu'aucun couple d'antecedents de r a et r b respecti¤ementÂ Â
y1Ž Ž .4.ne soit constitue d'elements u-connectes dans C. Notons r r a sÂ ÂÂ Â
 4 y1Ž Ž .4.  4a , a , . . . , a et r r b s b , b , . . . , b :1 2 k 1 2 j
k
rŽa .g ; V s d u ,Ê Ž .ÝrŽa . 1 a i
is1
j
rŽ b .g ; V s d u .Ê Ž .ÝrŽ b . 1 b l
ls1
w Ž . Ž .xSi a et b ne sont pas u-connectees dans C on a d u , d u s 0. ParÂi l 1 a 1 bi l
rŽa . r Ž b .w x Ž Ž . Ž ..consequent, g , g s 0 et r a , r b s 0, d'ou le resultat.Â Ê Ê Á Â
Demonstration de la proposition 6.1. Supposons qu'il existe deux racinesÂ
Ž . Ž .simples distinctes a et b dans C_u telles que r a s r b s g ou gÊ Á Ê
est un element de B. Les racines a et b ne sont pas u-connectees dans CÂ Â Â
Ž .lemme 6.3 . Dans ces conditions, puisque la decomposition dans C de laÂ
plus grande racine v de R contient a et b le coefficient relatif a g de laÁ Ê
Ž .plus grande racine v s r v de D est superieur ou egal a 2. Si D est deÊ Â Â Á
Ž .type A l G 2 cette assertion est trivialement fausse car v s g q ??? qg .Ê Ê Êl 1 n
Ž .Nous supposerons desormais que D est de type D l G 4 , E , E , ouÂ l 6 7
Ž . Ž .E , on peut donc affirmer que card C G card B G 4. Il existe entre a et8
b dans le diagramme de Dynkin de C au moins un chemin connexe de
type A , B , C , ou F , et l'on peut supposer quitte a choisir une autreÁl l l 4
paire le long de ce chemin et une autre racine g que toutes les restrictionsÊ
des racines de C_u autres que a et b sur ce chemin sont distinctes deux
a deux et distinctes de g . Le fait que les racines a et b de C_u ne sontÁ Ê
pas u-connectees justifie l'existence d'au moins une racine g dans B, unÂ Ê
chemin et une paire de racines dans R repondant a ces conditions.Â Á
Ž .Notons a , . . . , a k G 1 les racines intermediaires, elements de C_u .Â Â Â1 k
Nous supposerons que a et a sont u-connectees ainsi que b et a ainsiÂ1 k
que a et a .iy1 i
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Exemple de disposition:
La somme e des racines simples le long de ce chemin est une racine de R
w xBou6, par. 1, cor. 3, p. 160
r e s 2g q r a q ??? qr a g DŽ . Ž . Ž .Ê 1 k
Ž .  4et les r a ; j g 1, . . . , k sont tous distincts dans B.j
Ž .La liste des racines positives dans un systeme de type D l G 4 ou EÁ l l
Ž . w xl s 6, 7, ou 8 Bou6, planches annexes donne lieu a la remarqueÁ
suivante: Toute racine h de D dont l'ecriture dans une base donnee B neÂ Â
comporte que des coefficients 0 ou 1 et un seul coefficient 2 est telle que
le coefficient 2 est relatif a l'unique racine de la base B connectee sur leÁ Â
diagramme de Dynkin a trois racines de B exactement, elles-memesÁ Ã
affectees du coefficient 1 dans la decomposition de h. La racine g estÂ Â Ê
Ž .necessairement cette unique racine point de branchement et on a k G 3.Â
Ž Ž .. Ž Ž .. Ž . Ž . ŽNous avons g , r a / 0, g , r a / 0 avec r a / r a lemmeÊ Ê1 k 1 k
.  4 Ž Ž ..6.3 . Il existe donc un entier j g 2, . . . , k y 1 tel que g , r a / 0. AuÊ j
Ž Ž . Ž .vu des hypotheses et du lemme 6.3 on a encore r a , r a / 0 etÁ j jy1
Ž Ž . Ž ..r a , r a / 0.j jq1
Ž . Ž .Les racines r a et r a etant distinctes dans B, cette configura-Âjy1 jq1
tion est impossible puisque seule la racine g est connectee a trois autresÊ Â Á
racines.
On en conclut que deux racines de C_u ne peuvent se restreindre sur
une meme racine de B, que r est une bijection de C_u sur B et que gÃ Ê
Ž . y1Ž 4.est la sous-algebre C-admissible associee au couple C, u ou u s r 0Á Â Á
j C.
COROLLAIRE 6.5. La classification des algebres simples complexes gradueesÁ Â
par un systeme de racines fini, irreductible reduit, simplement lace est etablie aÁ Â Â Â Â Á
Ž .partir de la classification precedente corollaire 5.2 en eliminant de la listeÂ Â Â
etablie dans la table 3, les algebres donnant lieu a une sous-algebre C-admissi-Â Á Á Á
Ž .ble de type B , C l G 2 , F , G . On remarquera que figurent dans cette listel l 4 2
les espaces prehomogenes irreductibles commutatifs reguliers correspondant aÂ Á Â Â Á
des algebres A -graduees. On obtient:Á Â1
Ž .A graduee par A n G k G 1 et n q 1 multiple de k q 1:Ân k
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B , C , D graduees par A :Ân n n 1
E graduee par A : E graduee par A :Â Â6 2 7 1
Â Â7. LE CAS GENERAL
7.1. Partie directe
Soit g une algebre de Lie semi-simple complexe de dimension finieÁ
Êgraduee par un systeme de racines D fini, irreductible, reduit; g , h , etÂ Á Â Â Ê
 4b s g , . . . , g sont definis comme precedemment. Soient h une sous-Ê Ê Â Â Â1 n
Ê Ž .algebre de Cartan de g contenant h et R le systeme de racines de g , R .Á Á
Soient C, u , h , r les objets definis au paragraphe 4. Rappelons que:Âu
 Ž . 4}u s a g C, r a s 0 ;
q q  4 Ž q}r est une surjection de R sur D j 0 l'ordre definissant RÂ
.etant induit par C ;Â
}r est une surjection de C_u sur B.
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Nous noterons g , . . . , g les elements de C_u et g l'algebre simpleÂ Â Á1 l i
associee la composante connexe C definie au paragraphe 2.1.Â Âi
Ž . Ž .L'unique element H de h verifiant g H s 2 et a H s 0 pour toutÂ Â Âi i i i i
a dans u , definit une Z-graduation de type parabolique de g .Âi i
PROPOSITION 7.1.1. Soient g un element de B et g , . . . , g les racines deÊ ÂÂ 1 q
Ê ÊC_u dont la restriction a h est g . La coracine de g dans h est H s HÁ Ê Ê g 1Ê
q ??? qH .q
Ž .Demonstration. Nous avons etabli lemme 4.1.1 que le sous-espace deÂ Â
q Ž . Žla D-graduation V est egal a [ d u . Nous savons egalement lemmeÂ Á Âg 1 jÊ js1
. Ž .6.3 que si deux racines de C_u sont u-connectees dans C definition 6.2Â Â
Êalors leurs restrictions a h sont distinctes. Nous en deduisons que lesÁ Â
racines g , . . . , g ne sont pas u-connectees deux a deux, que les basesÂ Á1 q
C , . . . , C des sous-algebres g , . . . , g sont disjointes, et que la sommeÁ1 q 1 q
g q ??? qg est directe.1 q
Par definition de l'element H on aÂ Â Â gÊ
q q
yg gÊ ÊH g g , g ; V , V ; d u , d uÊ Ê Ž . Ž .[ [g yg g y1 j 1 jÊ Ê Ê
js1 js1
q q
; d u ; g .Ž .Ý [0 j j
js1js1
Par consequent, on peut ecrire H s h q ??? qh ou h g h pour toutÂ Â Ág 1 q j jÊ
 4  4 Ž . Ž . Ž .j g 1, . . . , q . Soit k g 1, . . . , q , g H s g H s 2 et g H sÊk g g k gÊ Ê Ê
q Ž .Ý g h . Pour tout j, l'element h s'ecrit h s Ý y H , y g C. SiÂ Â Âjs1 k j j j a g C a a aj
Ž . Ž . Ž .k / j on a g , a s 0 ou encore g H s 0 pour tout a g C et g hk k a j k j
Ž . Ž .s 0. On deduit des deux expressions de g H que g h s 2.Â k g k kÊ
Ž . Ž .De maniere analogue on montre que si a g u , alors a H s a h sÁ k g kÊ
Ê0 car h ; h . Par consequent, h est l'element H precedemment defini.Â Â Â Â Â Âu k k
COROLLAIRE 7.1.2. Si la partie u est ¤ide, c'est-a-dire si r est uneÁ
surjection de Rq sur Dq, alors
H s H q ??? qH ,g g gÊ 1 q
ou H est la coracine dans h de la racine simple g .Á g jj
La demonstration est immediate puisque h se reduit a la droiteÂ Â Â Áj
Ž .vectorielle engendree par H et que g H s 2.Â g j gj j
Ž Ž . Ž ..  4PROPOSITION 7.1.3. Les representations d u , d u pour i g 1, . . . , lÂ 0 i 1 i
sont des espaces prehomogenes irreductibles reguliers commutatifs et on peutÂ Á Â Â
Ž Ž ..choisir les generateurs d'une algebre C-admissible g associee a C, u deÂ Â Á Â Áu
sorte que g ; g .Ê u
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Demonstration. Soit g un element de B.Â Ê Â Â
Ê}Si g est la restriction a h d'une unique racine g de C_u on aÊ Á j
gÊ ygÊH s H . Il existe un element X dans g et un element X dans gÂ Â Ê Â Â Êg j g ygÊ Ê Ê
Ž . Ž .tels que X , H , X est un sl -triplet. On a H s H g d u , X g Vyg g g 2 g j 0 j g gÊ Ê Ê Ê Ê Ê
Ž . Ž .g V s d u , et X g V s d u . On remarquera que pour tout j,g 1 j yg yg y1 jÊ Ê Ê
Ž Ž . Ž .. Žl'espace d u , d u est prehomogene irreductible regulier propositionÂ Á Â Â0 j 1 j
. Ž .2.2.2 et donc que le couple C, u est admissible.
Ê}Si g est la restriction a h des racines simples g , . . . , g de C_uÊ Á 1 q
Ž .alors H s H q ??? qH proposition 7.1.1 .g 1 qÊ
Comme precedemment, H est l'element semi-simple d'un sl -tripletÂ Â Â Âg 2Ê
Ž . Ž . Ž .X , H , X . Puisque X g V s d u [ ??? [ d u et X g Vyg g g g g 1 1 1 q yg ygÊ Ê Ê Ê Ê Ê Ê
Ž . Ž .s d u [ ??? [ d u on a X s X q ??? qX , et X s Yy1 1 y1 q g 1 q yg 1Ê Ê
Ž . Ž . w x w xq ??? qY -avec X g d u et Y g d u et H s X , X s X , Yq i 1 i i y1 i g g yg 1 1Ê Ê Ê
w x w Ž . Ž .xq ??? q X , Y car d u , d u s 0 pour i / j.q q 1 i y1 j
Puisque la somme g q ??? qg est directe, on deduit de la propositionÂ1 q
 4 w x Ž7.1.1 que pour tout j g 1, . . . , q , H s X , Y . Par consequent, Y , H ,-Âj j j j j
. Ž Ž . Ž ..X est un sl -triplet et l'espace d u , d u est un espace prehomogeneÂ Áj 2 0 j 1 j
irreductible regulier. Puisque l'application r est une surjection de C_uÂ Â
Ž . Ž .sur B, le couple C, u est admissible definition 2.3.2 .Â
Considerons la sous-algebre simple g de g engendree par les sl -tri-Â Á Âu 2
plets ainsi definis. C'est par definition, la sous-algebre admissible associeeÂ Â Á Â
Ž .au couple C, u dont une sous-algebre de Cartan est h . Par construction,Á u
gÊpour tout g g B, X g g ; par consequent g ; g . De meme, on montreÊ Â Ê Ãg u uÊ
ygÊ Ž .que g ; g . Puisque tous les generateurs X , H , X de g sontÊ Â Â Êu yg yg ygÊ Ê Ê
dans g , on a g : g .Êu u
Ž . Ž .Montrons que le couple C, u est C-admissible definition 2.3.3 . Soit gÂ j
une racine de C_u . Supposons qu'il existe un entier p G 2 tel que
Ž .  4 ² :l'espace d u / 0 . Il existe dans C , une racine a qui s'ecrit a s pgÂp j j j
² : Ž . Ž .q u . Mais alors r a s pr g et ceci contredit l'hypothese que D estÁj j
Ž Ž . Ž ..reduit. Par consequent l'espace d u , d u est commutatif pour toutÂ Â 0 j 1 j
 4j g 1, . . . , l .
PROPOSITION 7.1.4. Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimen-Á
sion finie. Soient D un systeme de racines fini, irreductible, reduit graduant gÁ Â Â
et g la sous-algebre simple deployee associee. Le systeme D gradue laÊ Á Â Â Â Á
sous-algebre C-admissible g contenant g et definie par le procede de laÁ Ê Â Â Âu
proposition 7.1.3.
Ž .Nous rappelons que R le systeme de racines de g , h est l'ensembleÁ u u
des restrictions non nulles a h des racines de R. L'ensemble C desÁ u
restrictions non nulles des racines de C est une base de R induisant un
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q  4ensemble de racines positives R et les H , pour j g 1, . . . , l , formentj
Uune base de h . Nous noterons r l'application de R dans h qui associe aÁu u
UÊune racine a sa restriction a h et r l'application de R dans h quiÁ u u
ÊŽ .associe a une racine a de g , h sa restriction a h. L'application r estÁ Áu u
une bijection de C_u sur C et r s r ( r est une application surjectiveu
Ž .de C_u sur B proposition 4.2.2 .
q Ž .LEMME 7.1.5. Pour toute racine a de R , r a / 0.u
Demonstration. Soit g g C, il existe une racine g unique dans C_uÂ
qŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .telle que r g s g . On a r g s r ( r g s r g g B. Soit a g R ,u u
on ecrit a s Ý n g ou les n sont des entiers positifs non nulsÂ Áig I ; 1, . . . , l4 i i i
Ž . Ž .et les g des racines de C verifiant r g g B, on a donc r a sÂi u i u
Ž .Ý n r g / 0.ig I ; 1, . . . , l4 i u i
q qLEMME 7.1.6. L'application r est une surjection de R sur D .u
qDemonstration. Soit a g R , il existe une racine a g R telle queÂ
qŽ . Ž . Ž .Ž . Ž . Ža s r a , par consequent r a s r ( r a s r a g D lemmeÂ u u
. q q Ž .7.1.5 . Soit a g D , il existe une racine a g R telle que r a s aÊ Ê
Ž . Ž . Ž .proposition 4.2.1 . Posons a s r a , a / 0 et on a r a s a .Êu
q  4Demonstration de la proposition. Soit a g D j 0 , nous poseronsÂ Ê
a aV s [ g ou g designe l'espace radiciel de dimension 1Á Âa u uÊ a g R j 04, r Ža .saÊu
0dans g associee a la racine a et ou g s h . Il est evident que V s hÂ Á Á Âu u u 0 u
Ž .  w xlemme 7.1.6 et que g s [ V ou V s X g g , H, X sq Áu a a uÊ Êa g D j 04Ê
a yaÊŽ . 4 w x wa H X ;H g h . L'espace V s h ; Ý g , g ; Ý V ,Ê 0 u a g R u u a g R r Ža .ux Ž . Ž .V et r a g D lemme 7.1.5 .yr Ža . uu
PROPOSITION 7.1.7. Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimen-Á
sion finie graduee par un systeme de racines D fini, irreductible et reduit.Â Á Â Â
Soient g la sous-algebre simple deployee dont D est un systeme de racines etÊ Á Â Â Á
g la sous-algebre C-admissible de g contenant g , construite par le procedeÁ Ê Â Âu
de la proposition 7.1.3 et elle-meme graduee par D d'apres la propositionÃ Â Á
7.1.4. La sous-algebre C-admissible de l'algebre g contenant g et construiteÁ Á Êu
par le procede de la proposition 7.1.3 est g elle-meme.Â Â Ãu
Puisque g est D-graduee, il existe une base C de R et une partie G deÂu
Ž .  Ž . 4C telles que le couple C, G est C-admissible et G s a g C, r a s 0u
Ž .proposition 7.1.3 . Le lemme 7.1.5 prouve que G est vide, donc la sous-
Ž .algebre C-admissible de g associee au couple C, G est g elle-meme.Á Â Ãu u
DEFINITION 7.1.8. Soit g une algebre de Lie simple complexe deÂ Á
dimension finie graduee par un systeme de racines D fini, irreductible, etÂ Á Â
reduit. Nous dirons que D est maximal relativement a g si la sous-algebreÂ Á Á
C-admissible construite par le procede de la proposition 7.1.3 est gÂ Â
elle-meme.Ã
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REMARQUE 7.1.9. Cela signifie en d'autres termes que le partie u des
Êracines de la base C dont la restriction a h est nulle est ¤ide.Á
PROPOSITION 7.1.10. Soit g une algebre de Lie simple complexe deÁ
dimension finie. Soient D un systeme de racines fini, irreductible, et reduitÁ Â Â1
graduant g et g la sous-algebre deployee associee a D . Soit D un systemeÁ Â Â Â Á Á1 1 2
de racines fini, irreductible, et reduit graduant g et maximal relati¤ement aÂ Â Á1
g . Alors le systeme de racines D gradue g.Á1 2
Demonstration. Nous notrons g , la sous-algebre deployee de g asso-Â Á Â Â2 1
ciee a D et h une sous-algebre de Cartan de l'algebre g pour i s 1, 2.Â Á Á Á2 i i
On a h ; h ; h. Nous noterons a une racine de D et a une racine deÊ2 1 1
D . Il existe une base C de D et une base C de R telles que les2 1 1
q q q qŽ .  4 Ž . Ž .applications de R resp. D dans D j 0 resp. D qui a a resp. aÁ1 1 2
Ž . Žassocie sa restriction a h resp. a h sont surjectives proposition 4.2.2 etÁ Á1 2
. Ž .lemme 7.1.5 . Nous noterons V a g R et V les espaces de la D -a 0 1
Êgraduation de g. Soit a un element de Q le reseau de D . PosonsÊ Â Â Â 2
 4  4V s [ V si a g D j 0 et V s 0 sinon. On a V s V car siÊ Êa a 2 a 0 0Ê Êa ‹ h saÊ2
Ê Ž .a / 0 alors a ‹ h / 0 lemme 7.1.5 .2
Ê}Les sous-espaces V forment une Q-graduation de maniere evi-Á ÂaÊ
Ê w x Ž . 4dente et V s X g g , H, X s a H X ;H g hÊaÊ
}L'espace V est engendre par les V , a g D . En effet V s V etÂ ÊÊ Ê0 a 2 0 0Ê
l'espace V est engendre par les V , a g D . Puisque pour tout a g D ,Â0 a 1 1
V ; V avec a ‹ h g D , on a le resultat attendu.Âa a ‹ h 2 22
THEOREME 7.1.11. Soit g une algebre de Lie simple complexe de dimen-Â Á Á
sion finie. Soit D un systeme de racines fini, irreductible, et reduit. LesÁ Â Â
assertions sui¤antes sont equi¤alentes:Â
Ž .i D gradue g.
Ž . Ž .ii Il existe un couple C, u C-admissible dans le systeme de racinesÁ
R de g tel que D gradue la sous-algebre C-admissible g associee au coupleÁ Âu
Ž .C, u et D et maximal relati¤ement a la sous-algebre g .Á Á u
Demonstration. La premiere implication est une consequence de laÂ Á Â
proposition 7.1.7. Reciproquement, puisque le systeme de racines R de gÂ Á u
Ž .gradue g proposition 3.1 , il suffit d'appliquer la proposition 7.1.10.
REMARQUE 7.1.12. D'apres le theoreme precedent et au ¤u des resultatsÁ Â Á Â Â Â
obtenus dans le paragraphe 4, la classification des algebres de Lie simplesÁ
graduees par un systeme de racines fini irreductible et reduit est ramenee a laÂ Á Â Â Â Á
recherche des graduations maximales. La liste de ces graduations sera etablieÂ
au paragraphe 7.3.
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7.2. Etude des cas
Dans cette partie nous donnerons la liste des systemes de racines finis,Á
irreductibles, reduits, maximaux graduant une algebre de Lie simple com-Â Â Á
plexe de dimension finie donnee. Soit g une algebre de Lie simpleÂ Á
complexe de dimension finie et D un systeme de racines graduant g etÁ
 4maximal relativement a g. Soit B s g , . . . , g une base de D. Dans leÁ Ê Ê1 n
 4systeme de racines R de g , nous considererons une base C s g , . . . , g ,Á Â 1 l
construite par le procede du paragraphe 3.2.Â Â
Nous pourrons supposer que l'application de restriction r n'est pas une
Ž .bijection de C sur B, c'est-a-dire que les representations V , V pourÁ Â 0 gÊ i
 4i g 1, . . . , n ne sont pas irreductibles et que par consequent la sous-Â Â
algebre g est distincte de g. Nous dirons dans ce cas que le D-graduationÁ Ê
 4 iest non triviale. Pour tout i g 1, . . . , n , nous noterons C l'ensemble des
Êracines simples de R dont la restriction a h est la racine simple g . OnÃ Êi
obtient ainsi une partition de la base C puisque par hypothese la partie uÁ
est vide et l'application r est une surjection de C sur B.
i  4Si C s g , . . . , g on sait que les racines g sont deux a deuxÁi i i1 q j
Ž .orthogonales puisque non u-connectees. Si l'on note X , H , X unÂ yg g gi i ij j j
Žsl -triplet associe a la racine g , on a H s H q ??? qH corollaireÂ Á2 i g g gÊj i i i1 q
.7.1.2 et l'element X s X q ??? qX g V puisque V s [Â Â i g g g gÊ Ê jg 1, . . . , q4i i i i1 q
g i Žjg la partie u de C etant vide. On sait demonstration de la propositionÂ Â
gÊ i.7.1.3 que l'on peut choisir les elements X de sorte que X g g . PourÂ Â Êg ii j
Êtout h g h , l'element ad h agit scalairement sur X avec la valeur propreÂ Â g i
Ž .g h , d'ouÊ Ái
 4; i , k g 1, . . . , n , H , X s g H X .Ê Ž .g i i g iÊ Êk k
LEMME 7.2.1. Soient a et b deux racines simples ayant la meme restric-Ã
tion g dans B alors:Êi
Ž . Ž .i a , b s 0.
Ž . Ž .ii Si g est une racine simple telle que g , a / 0 alors il existe une
Ž . Ž . Ž . Ž .racine simple m ¤erifiant m, b / 0 et r g s r m . Si g , b s 0 alors mÂ
est distincte de g .
Ž . Ž .  4iii Pour tout couple i, k d'entiers distincts de 1, . . . , n le nombre
Ž . ia H est independant du choix de a dans C .ÂgÊk
Ž .Demonstration. i Le systeme de racines D etant reduit la premiereÂ Á Â Â Á
assertion est immediate.Â
Ž .ii Supposons que la racine g a pour restriction la racine simple gÊk
Ž k . Ž .en d'autres termes g g C ; puisque g , a / 0 on a k / i, c'est-a-direÁ
Ž Ž . .que a et g n'ont pas la meme restriction voir i ci-dessus .Ã
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On peut ecrire compte tenu des remarques precedentesÂ Â Â
H s H q H q H ,Ýg a b lÊ i
i  4lgC _ a , b
X s X q X q X ,Ýi a b l
i  4lgC _ a , b
H s H q H ,Ýg g jÊk
k  4jgC _ g
H , X s g H X s H , X q H , XÊ Ž . Ýg i i g i g i j iÊ Êk k
k  4jgC _ g
s a H X q b H X q l H XŽ . Ž . Ž .Ýg a g b g l
i  4lgC _ a , b
q a H X q b H XŽ . Ž .Ý Ýj a j bž / ž /
k k 4  4jgC _ g jgC _ g
q l H X .Ž .Ý j l
l, j
Ž . Ž . Ž .Si b H / 0 on pourra poser m s g . Si b H s g , b s 0 alorsg g
Ž . k  4 Ž .kÝ b H / 0 et puisque pour tout j g C _ g , b H F 0, ilj g C _g 4 j j
k  4 Ž . Ž .existe j g C _ g tel que b H - 0 c'est-a-dire tel que j , b / 0 et onÁj
k Ž . Ž .posera m s j . Par construction m g C , c'est-a-dire que r m s r g .Á
Ž . iiii Par definition X s Ý X :Â i a g C a
H , X s a H X s g H X .ÊŽ . Ž .Ýg k g a i g iÊ Ê Êk k k
iagC
i Ž . Ž .Par consequent pour tout a g C , a H s g H .Â Êg i gÊ Êk k
Dans un premier temps nous examinerons le cas des algebres simplesÁ
Ž . Ž .A , B , C l G 2 , D l G 4 , F , G . Pour simplifier les notations, nousl l l l 4 2
i  4poserons H s H pour tout i g 1, . . . , n . Nous supposerons que g estÊg 1Ê i
Žla restriction de la racine simple g la numerotation des racines etantÂ Â1
w x 1 1celle de Bourbaki Bou6 p. 251]275 . Par consequent on a H s Ý H .Â a g C a
Ž .Puisque g , g / 0 les racines g et g ont des restrictions distinctes et1 2 1 2
nous noterons g la restriction de la racine g . On posera H 2 s Ý 2 H .Ê2 2 a g C a
Ž .COROLLAIRE 7.2.2. i Les algebres A , B , G , C n'admettent aucuneÁ 2 2 2 3
D-graduation maximale non tri¤iale.
Ž .ii Si A et B admettent une D-graduation maximale non tri¤iale alors3 3
1  4 2  4 Ž .on a C s g , g et C s g . Cette e¤entuelle graduation de A resp. BÂ1 3 2 3 3
Ž .ne peut etre que de type B resp. G . Le cas A correspond a l'uniqueÃ Á2 2 3
automorphisme de diagramme non tri¤ial de A .3
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Demonstration. La premiere assertion, pour ce qui concerne A , B , etÂ Á 2 2
G , est une consequence immediate du lemme 7.2.1. Pour les algebres A ,Â Â Á2 3
Ž . 1  4 2  4B , et C , on a necessairement lemme 7.2.1 C s g , g , C s g ,Â3 3 1 3 2
2 Ž 2 . Ž 2 .H s H , et g H s g H . Cette derniere condition est evidemmentÁ Âg 1 32
fausse dans le cas de C .3
Con¤ention graphique
Nous relierons par une fleche sur le diagramme de Dynkin deux racinesÁ
de C ayant la meme restriction. On obtient alors les diagrammesÃ
Dans les cas de A et B , si une telle graduation existe, la matrice de3 3
Cartan du systeme de racines graduant l'algebre est donnee par lesÁ Á Â
Ž i.  4g H , i, j g 1, 2 . On obtient B et G respectivement comme gradua-Êk 2 2
tions eventuelles.Â
Nous verrons au paragraphe 7.3 que de telles graduations existent
effectivement. Nous supposerons desormais que l G 4. Les notations adop-Â
Ž .tees precedemment et le lemme 7.2.1 iii justifient alors la remarqueÂ Â Â
suivante.
1 Ž 2 . Ž .REMARQUE 7.2.3. Pour tout a g C , a H s g H s y1.1 g 2
Ž . 1  4LEMME 7.2.4. i Dans les cas ou g est de type A , B , C , F si C s gÁ l l l 4 1
 4 y1Ž Ž .4.  4alors pour tout j g 1, . . . , l , r r g l C s g et la D-graduation estj j
tri¤iale.
Ž . 1  4ii Dans le cas ou g est de type D , si C s g alorsÁ l 1
}soit l'e¤entuelle graduation est tri¤iale;Â
 4 y1Ž Ž .4.  4}soit pour tout j g 1, . . . , l y 2 , r r g l C s g etj j
Ž . Ž .r g s r g .ly1 l
On verra au paragraphe 7.3 que ce dernier cas correspond effectivement
a une graduation.Á
Ž . y1Ž Ž .4.Demonstration. i Notons j le plus petit indice tel que r r gÂ 0 j0
l C contient plus de deux racines. Cela signifie qu'il existe un entier
Ž . Ž .k G j q 2 tel que r g s r g . On a evidemment 2 F j F l y 2 etÂ0 k j 00
Ž . Ž . Ž .l'application du lemme 7.2.1 nous donne. r g s r g ou r gj y1 kq1 j y10 0
Ž . y1Ž Ž .4.s r g . La partie r r g l C contiendrait alors plus de deuxky1 j y10
racines, ce qui est contradictoire avec le choix de j .0
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Ž .ii Dans le cas de D , le meme raisonnement reste valable pourÃl
 4 Ž . Ž .j g 1, . . . , l y 2 et cela reserve la possibilite d'avoir r g s r g . OnÂ Â ly1 l
obtient alors le diagramme
Ž .LEMME 7.2.5. Dans les cas ou l'algebre g est de type A , B , C l G 4 ,Á Á l l l
ou F et si on suppose que la D-graduation est maximale non tri¤iale, on a4
1  4necessairement C s g , g .Â 1 l
 4 1Demonstration. Supposons qu'il existe j g 3, . . . , l y 1 tel que g g CÂ j
 4 2 Ž 2 . Žon a alors g , g ; C et g H F y2. Ceci est impossible re-jy1 jq1 j
.marque 7.2.3 .
On en deduit laÂ
Ž . Ž 1.REMARQUE 7.2.6. Dans les cas de A , B , C l G 4 on a g H s y1.l l l 2
Ž .LEMME 7.2.7. Les algebres B , C l G 4 , et F n'admettent pas deÁ l l 4
D-graduation maximale non tri¤iale.
Demonstration. Dans tous les cas, on a necessairement g g C2.Â Â ly1
Ž 1. Ž 1. Ž 2 .Pour B on a g H F y2 et g H s y1. Pour C on a g H F y2l ly1 2 l l
Ž 2 .et g H s y1. Ces deux constatations sont en contradiction avec le1
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .lemme 7.2.1 iii . Pour F , r g s r g implique r g s r g et ceci est4 1 4 2 3
Ž Ž ..impossible lemme 7.2.1 i .
PROPOSITION 7.2.8.
}L'algebre A n'admet pas de D-graduation maximale non tri¤iale.Á 2 p
}Si l'algebre A admet une D-graduation maximale non tri¤iale,Á 2 pq1
celle-ci est de type C et ce cas correspond a l'unique automorphisme deÁpq1
diagramme non tri¤ial de A .2 pq1
l q 1w xNous demontrerons au prealable que si on designe par la partieÂ Â Â 2
l q 1 y1Ž Ž .4.  4entiere de ou l G 4 alors dans A on a r r g l C s g , gÁ Á l j j lyjq12
l q 1 w x4pour tout j g 1, . . . , . La demonstration se fait par recurrence sur j.Â Â2
Ž . Ž .Si l s 2 p la recurrence conduit a r g s r g et ceci est impossibleÂ Á p pq1
Ž . Ž Ž ..puisque g , g / 0 lemme 7.2.1 i . Si l s 2 p q 1 alors, on obtientp pq1
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y1Ž Ž .4.  4  4 y1Ž Ž .4.r r g l C s g , g pour tout j g 1, . . . , p et r r gj j lyjq1 pq1
 4l C s g et le diagramme associe estÂpq1
Si une telle graduation existe alors les coefficients de la matrice de Cartan
Ž i.  4du systeme graduant sont donnes par les g H pour i, j g 1, . . . , p , etÁ Â j
on obtient une matrice de type C .pq1
Ž . Ž .PROPOSITION 7.2.9. i Si D l G 5 admet une D-graduation maximalel
 4 y1Ž Ž .4.non tri¤iale, alors necessairement pour tout j g 1, . . . , l y 2 , r r gÂ j
 4 Ž . Ž .l C s g , r g s r g , et la graduation e¤entuelle est de type B . CeÂj l ly1 ly1
cas correspond a l'unique automorphisme de diagramme non tri¤ial de DÁ l
Ž .l G 5 .
Ž .ii Si D admet une D-graduation maximale non tri¤iale, alors celle-ci4
est de type B ou G et les diagrammes correspondants sont ceux des seuls3 2
automorphismes de diagramme non tri¤iaux de D .4
Ž . 1  4Demonstration. i Comme dans le cas A , on montre que si C / gÂ l 1
Ž . Ž . Ž . Ž .alors r g s r g ou r g s r g . Le ``ou'' n'etant pas exclusif.Â1 ly1 1 l
Ž . Ž . Ž 1. 3Si l G 5 alors r g / r g et donc g H s y1. On note C s1 3 2
y1Ž Ž .4.r r g l C.3
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž Ž ..Supposons que r g s r g alors r g s r g lemme 7.2.1 i1 ly1 2 ly2
Ž . Ž . Ž . Ž . 1et r g s r g ou r g s r g . Le ``ou'' est ici exclusif puisque C nel 1 l 3
contient pas g .3
Ž . Ž . Ž . Ž 1. Ž 1.}Si l'on a r g s r g / r g alors g H s y1 et g H1 l 3 2 ly2
Ž Ž ..s y2. Ceci est impossible lemme 7.2.1 iii .
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .}Si l'on on a r g s r g / r g alors r g s r g puisquel 3 1 ly3 3
1 Ž 3. Ž 3.g n'est pas dans C . Mais alors g H s y1, g H s y2. Cecily3 2 ly2
Ž .est en contradiction avec le lemme 7.2.1 iii .
Ž . Ž .On traiterait de maniere analogue le cas r g s r g . En conclusion,Á 1 l
 4 y1Ž Ž .4.  4 Ž .si l G 5 pour tout j g 1, . . . , l y 2 , r r g l C s g , r g sj j l
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Ž .r g et le diagramme correspondant estly1
Les coefficients de la matrice de Cartan du systeme graduant sont donnesÁ Â
Ž i.  4par les g H , i, k g 1, . . . , l y 1 et on obtient une matrice de type B .k ly1
Ž .ii Le cas de D :4
1  4 2  4 3  4}Si C s g , g , C s g , C s g le diagramme correspon-1 3 2 4
dant est
Ž i.  4La matrice de Cartan donnee par les g H , i, k g 1, 2, 4 , caracterise unÂ Âk
systeme de type B . Les autres cas tels que deux racines seulement ontÁ 3
meme restriction donnent lieu au meme resultat.Ã Ã Â
1  4 2  4}Si C s g , g , g , C s g ; le diagramme correspondant est1 3 4 2
Ž i.  4La matrice de Cartan donnee par les g H , i, k g 1, 2 , caracterise unÂ Âk
systeme de type G .Á 2
Etude des algebres de type EÁ
Ž .PROPOSITION 7.2.10. i Les algebres E et E n'admettent aucune D-Á 7 8
graduation maximale non tri¤iale.
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Ž .ii Si E admet une D-graduation maximale non tri¤iale, alors neces-Â6
1  4 y1Ž Ž .4.  4 y1Ž Ž .4.sairement C s g , g , r r g l C s g , g , r r g l C1 6 3 3 5 2
 4 y1Ž Ž .4.  4 Žs g , et r r g l C s g . La numerotation adoptee est celle deÂ Â2 4 4
.Bourbaki. Ceci correspond a l'unique automorphisme de diagramme nonÁ
tri¤ial de E .6
Demonstration.Â
1  4  4}Si C s g alors pour tout j g 3, . . . , l , l s 6, 7, 8, on a1
y1Ž Ž .4. Ž  4.  4r r g l C_ g s g . La demonstration est analogue a celleÂ Áj 2 j
Ž Ž ..donnee pour le cas A lemme 7.2.4 i .Â l
y1Ž Ž .4.  4Montrons qu'alors r r g l C s g . Supposons qu'il existe j g2 2
 4 Ž . Ž . Ž . Ž .3, 5, . . . , l , l s 6, 7, 8, tel que r g s r g 1 . Si j / 3 1 impliquej 2
Ž . Ž . Ž . Ž .r g s r g ou r g s r g . Ceci est en contradiction avec lejy1 4 jq1 4
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž Ž ..resultat precedent. Si r g s r g alors r g s r g lemme 7.2.1 i .Â Â Â 3 2 1 4
1  4Ceci contre-dit l'hypothese C s g .Á 1
}Les racines g et g ont des restrictions distinctes, on aurait sinon1 2
Ž . Ž .r g s r g .3 4
1 1  4}Si C contient plus de deux racines alors C s g , g . La demon-Â1 l
Ž .stration est analogue a celle donnee pour le cas A lemme 7.2.5 .Á Â l
Examinons desormais cas par cas.Â
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž Ž ..}Pour E : r g s r g implique r g s r g lemme 7.2.1 i7 1 7 3 6
Ž . Ž . Ž Ž . 1implique r g s r g on applique lemme 7.2.1 i et le fait que C s4 5
 4.g , g . Ceci est impossible:1 7
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .}Pour E : r g s r g implique r g s r g implique r g s8 1 8 3 7 4
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž 2 .r g implique 1 r g s r g ou 2 r g s r g . 1 donne g H6 2 5 2 7 4
Ž Ž .. Ž 2 . Žs y2 car r g / r g et g H s y1. Ceci est impossible lemme5 7 6
Ž .. Ž . Ž . Ž . Ž .7.2.1 iii . 2 implique r g s r g s r g . Ceci est impossible puisque8 4 1
ALGEBRES GRADUEES PAR UN SYSTEME DE RACINESÁ Â Á 341
1  4C s g , g :1 8
Ž . Ž . y1Ž Ž .4.}Pour E : On a necessairement r g s r g , r r g l C sÂ6 3 5 4
 4 1  4 y1Ž Ž .4.  4g puisque C s g , g et r r g l C s g :4 1 6 2 2
7.3. Partie reciproqueÂ
PROPOSITION 7.3.1. Soient g la sous-algebre simple de l'algebre g engen-Ê Á Á
Ž i .  4dree par les sl -triplets Y , H , X definis pour i g 1, . . . , n dans le para-Â Â2 i i
Ê igraphe 7.2 et h la sous-algebre de Cartan de g engendree par les H . NousÁ Ê Â
ÊŽ .noterons D le systeme de racines de g , h et R le systeme de racines deÁ Ê Á
ÊŽ .g , h . L'application r associe a toute racine de R sa restriction a h. SiÁ Á
Ž .r R ; D alors D gradue l'algebre g.Á
Demonstration. Nous rappelons que H i s Ý i H . Nous savons queÂ g g C g
Ž .  4r C s g , . . . , g est une base de D et que la matrice de Cartan de D estÊ Ê1 n
Ž i. Ž .donnee par les relations g H , 1 F k, i F n. Par construction D ; r R ,Â Êk
par consequent, l'hypothese implique qu'aucune racine de R ne se re-Â Á
ÊUstreint a 0 dans h .Á
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ÊSoit Q le reseau de racines de D. Nous poseronsÂ
V s h ,0
¡ g Êw xg s X g g , H , X s a H X ;H g h si a g D ,Ž . 4Ê Ê[~ Ž .r g saÊV saÊ ¢ 40 sinon.
Ê}Les espaces V forment une Q-graduation de g. On a notammentaÊ
Ž . gg s [ V puisque pour tout g g R, r g g D et g g V .a r Žg .Êa g D j 04Ê
Ê w x}La sous-algebre h est incluse dans V s h et V ; Ý V , V .Á 0 0 a g d a yaÊ Ê Ê
w yg g x w xEn effet, pour tout g g C on a H g g , g ; V , V par con-g yr Žg . r Žg .
Ž .struction et r g g D par hypothese d'ou la conclusion.Á Á
ŽPROPOSITION 7.3.2. Tous les cas mis en e¤idence precedemment corol-Â Â Â
.laire 7.2.2, propositions 7.2.8, 7.2.9, et 7.2.10 correspondent effecti¤ement aÁ
Ž .des D-graduations. Plus precisement A est gradue par C , D l G 4Â Â Â2 pq1 pq1 l
est gradue par B , B et D sont gradues par G , et E gradue par F . CeÂ Â Âly1 3 4 2 6 4
sont les seules graduations d'algebres de Lie simples qui sont maximales nonÁ
tri¤iales.
 4  4 i On pose C s g , . . . , g , B s g , . . . , g . On rappelle que C s g gÊ Ê1 l 1 n
Ž . 4C, r g s g et que conformement aux propositions 7.2.8, 7.2.9, et 7.2.10Ê Âi
ces ensembles sont caracterises par les automorphismes de diagramme deÂ Â
A , D , et E respectivement. Il suffit de consulter la liste des racines2 pq1 l 6
wpositives de systemes de racines irreductibles et reduits Bou6, planchesÁ Â Â
x Ž .annexes pour prouver que r R ; D . La proposition 7.3.1 permet alorsq q
de conclure.
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